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rhombic, but contains only two molecules per unit cell. 
Reflections of the type (0/el) with k plus 1 odd, were 
not observed. The space group is P n m m  or Pn21m. 
The results of the low temperature analysis indicated 
that  the former is the more probable. 

In P n m m  the point symmetry of two-fold positions 
is mm with one mirror plane perpendicular to b and 
the other perpendicular to c. The molecules do not 
possess intrinsic mm symmetry of this sort. They can 
only achieve it by some form of disorder. I t  appears 
likely that  in the high temperature form, individual 
molecules may assume randomly either of the following 
orientations (Fig. 3). 

'right' 'left' 

The hydrogen bonds linking the molecules in the a 
direction are essentially unaffected by this type of 
disorder. The a glide of Prima, operating on a pseudo 
molecule with mm symmetry, yields an identical 
duplicate at a position removed by a/2 from the 
original location. The a glide thus degenerates into 
a mirror plane and the length of the a axis is cut in 
half. 

Comparisons of precession and oscillation photo- 
graphs of the high and low temperature modifications 
lend support to this interpretation. Reflections with 
odd h indices (low temperature indices) are absent 
from the high temperature photographs. Reflections 
with h even have essentially identical intensities in 
both modifications. Even when film of the two forms 
were directly superimposed it was difficult to detect 
differences among intensities of reflections with even 
h indices (low temperature indices) except at large 

Bragg angles where the reflections of the low tempera- 
ture form were slightly, but systematically, more 
intense. 

Stationary crystal diagrams, using filtered radia- 
tion, with the X-ray beam parallel to [010], were taken 
at 20 °C. (Fig. 4(a)), and - 3 5  °C. (Fig. 4(b)). The dis- 
appearance of the major portion of the diffuse scat- 
tering from the 4(b) photograph which was taken 
below the transition temperature, indicates clearly 
that  the diffuse scattering is caused primarily by 
structural disorder rather than by the usual thermal 
factors. No effort was made to interpret the diffuse 
scattering quantitatively. 

Steric factors (such as the relatively large size of the 
molecule and the small interlayer separation) appear 
to rule out the possibility of dynamic disorder in- 
volving actual rotation of individual molecules. The 
disorder appears to result primarily from 'static' 
randomness of molecular orientation. 

The authors wish to thank Dr Frederic Holtzberg 
for assistance in the early stages of this work, and 
Prof. I. Fankuchen for illuminating discussions of 
various problems. 

References 
CARPENTER, G. B. & DONOHUE, J. (1950). J.  Am~r. Chem. 

Soc. 72, 2315. 
COREY, R. B. & DONO•UE, J. (1950). J.  Amer. Chem. Soc. 

72, 2899. 
CI%UIGKSHANK, D. W. J. ~% ROLLETT, J. S. (1953). Acta 

Cryst. 6, 705. 
MGWEEI~IY, R. (1951). Aeta Cryst. 4, 513. 
POST, B., SCHWARTZ, R. & FANKUCEEN, I. (1951). Rev. 

Sci. Instrum. 22, 218. 
SHOEM~_Ea, D. P., DONOHUE, J., SCHOMA~ER, V. & 

COREY, R. B. (1950). J. Amer. Chem. Soc. 72, 2328. 

Acta Cryst. (1960). 13, 628 

Facteurs de Structure: 
Th@orie des In@galit4s Angulaires  et des Restrict ions de Signes 

PAR G]~RARD VON ELLER 

Laboratoire de I ' IRChA,  12, quai Henri I V ,  Paris (IVe), France 

(Refu le 16 octobre 1959, revu le 19 ddcembre 1959) 

A convenient method of notation is put forward. According to this notation the properties of the 
n-dimensional space built up with cos -1 U(H) are established. This is done in order to organize the 
search for structure factor signs by means of angular inequalities. The use of sign restrictions is 
also studied. 

1. Introduction 

Dans un m4moire prdc4dent (v. Eller, 1955) nous 
avions soulign4, et comment6 ~ utiliser sous forme 
d'in4galit6s angulaires, les propri4t6s purement g6om6- 

triques d'un espace dent le tenseur m4trique admet 
pour sa matrice les m@mes glgments 

Ct,-- U(Ht- He)= U(H)= F(H)/2 f~(H) 
i 
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que le d6terminant de Karle & Hauptman (1950). 
Mais on sait l'incapacit6 des in6galit6s impliquant 2, 3, 
ou 4 facteurs de structure ~ fixer un nombre suffisant 
de signes d6s que la structure cristalline consid6r6e 
n'est pas des plus simples. D'autre part l'exp6rience 
nous a prouv6 que les relations incluant 6 facteurs de 
structure (d6terminants d'ordre 4) n'apportent, elles 
non plus, assez de renseignements pour d6terminer 
dans tons les c a s -  ou du moins pour orienter vers 
la s o l u t i o n -  une r6partition de densit6 61ectronique 
de complexit6 moyenne. 

Or, faite au hasard, l'6tude d'in6galit6s d'ordre 
sup6rieur se heurte £ des difficult6s croissant en fl6che: 
calcul toujours plus compliqu6 de relations elles- 
m4mes toujours plus nombreuses et d'un rendement 
unitaire plus faible, rencontre de multiples pl6onasmes, 
d6duction de plus en plus p6nible des facteurs de struc- 
ture responsables d'une restriction, exploitation plus 
lourde des renseignements obtenus. Ainsi les d6termi- 
nants d'ordre 5, d6j£, (g6n6ralement 10 facteurs de 
structure) outre qu'ils se pr6sentent chacun sous 64 
types diff6rents, sont beaucoup trop nombreux pour 
qu'on puisse les passer tons en revue. 

Pourtant, aux ph6nom6nes d'homom6trie pr6s, l'exa- 
men des in6galit6s liant entre eux des U(H) connus 
en nombre suffisant semble devoir, en principe, con- 
duire £ la solution de toute r6partition p6riodique de 
points mat6riels positifs en poids. C'est pourquoi il 
nous est apparu rentable de chercher ~ aplanir les 
difficult6s par une 6tude th6orique appropri6e mise 
ensuite au service d'une organisation de travail serr6e. 
L'6tude qui suit a 6t6 faite, pour plus d'unit6, d'un 
point de rue purement g6om6t r i que -  d'ailleurs plus 
in tu i t i f - - .  I1 va sans dire que nombre des propri6t6s 
6tablies ci-apr6s pourraient 6galement se d6duire de 
l'examen des d6terminants. 

2. Conventions 

• Nous admettons que le earact6re 'd6fini positif' du 
d6terminant g6n6ral de Karle & Hauptman (ou, de 
mani6re 6quivalente, le caract6re proprement euclidien 
de l'espace dont il exprime le carr6 de l'hypervolume 
de base) garantit avec le maximum de rigueur la 
propri6t6 de positivit6 assumde stricte (F(000) major6 
d'une quantit6 infinit6simale) de la densit6 61ectro- 
nique. 
• I1 ne sera question ici que de structures centr6es. 
• Saul indication contraire, le verbe 'construire' et ses 
d6riv6s sont employ6s en sous-entendant 'au sens 
proprement euclidien'. 
• Chaque 616ment simplement 'vectoriel' (sous-espace 
d6fini dans une base) est not6 par une succession con- 
tinue d'indices non r6p6t6s, en caract6res gras ;  
chaque 616ment simplement 'g6om6trique' (ar6te, angle, 
tri6dre, . . . )  est not6 de m~me par une succession 
d'indices en caract6res italiques. Le nombre d'indices 
qui le earact6risent indique le nombre de dimensions 
de l'616ment consid6r6. Exemples: 

L'espace 4-dimensionnel 1234 contient" 
(a) les sous-espaces tridimensionnels 123, 124, 134, 

234; bidimensionnels 12, 13, 14, 23, 24, 34; uni- 
dimensionnels (vecteurs de base) 1, 2, 3, 4; 

(b) les tri6dres 123, 124, 134, 234; les angles 12, 13, 
14, 23, 24, 34; les ar6tes 1, 2, 3, 4. 

D'autre part nous imaginons des ~tres £ la fois 
vectoriels et g6om6triques ('616ments compos6s') re- 
pr6sent6s par des s6quences d'indices interrompues par 
une virgule et pouvant comporter £ la lois des chiffres 
italiques et gras. Ainsi 1,23 note l'angle di6dre form6 
par 2 et 3 autour du vecteur 1 pris comme 'sommet 

une dimension'. 12,34, par r6currence, d6signe 1'angle 
form6 par 3 et d autour du sous-espace 12 consid6r6 
comme sommet £ deux dimensions. On d6finit de la 
m4me mani6re, dans l'espace 1 2 3 . . . n ,  des 'tri6dres 
compos6s' tels que 1,234, 12,345, . . .  et des 616ments 
d'ordre plus 61ev6, comme 125,4679. 

Mais 1,23 se con~oit 6galement comme simple angle 
de base d'un espace bidimensionnel 1,23 dont les 
vecteurs de base seraient d6sign6s par 1,2 et 1,3. 
Autrement dit, il est imaginable de construire un 
espace £ n - 1  dimensions dont les angles de base ont 
m4mes mesures que les angles di6dres de vecteur- 
sommet commun dans un espace n-dimensionnel. 
L'espace 1 , 2 3 4 . . . n  ainsi b~ti sur les angles ayant 
m~mes mesures que les di6dres d'ar6te commune 1 
sera d6fini comme 'le produit de la condensation de 
1 2 3 4 . . . n  autour de 1'. On g6n6ralise 6videmment 
des produits 12 . . .  m , p . . ,  r de condensation multiple 
effectu6e autour de 1 2 3 . . . m .  

Des successions telles que 

1 2 3 4 5 . . . ;  1 ,2345 . . . ;  14 ,235 . . . ;  
142 ,35 . . . ;  1423,5 . . .  

constituent des chaines de condensation (chaque terme 
d6rive du pr6c6dent par transposition d'un chiffre 
en-deg~ de la virgule). Tous les 616ments 'g6om6triques' 
d'un des espaces de la chaine se retrouvent avec les 
m4mes mesures et notations, mais avec des sommets 
plus complexes, dans les espaces pr6c6dents. Ainsi: 

125,79, angle ('z6ro-angle') de 125,79, est un di6dre 
('l-angle') de 12,579, un '2-angle' de 1,2579 . . . .  

• On notera 1 le vecteur oppos6 £ 1 . 1  et 1 ont 
respectivement pour 'signes' S 1 -- -b 1, SI-- - 1. 
• On ne consid6re que des valeurs d'angles comprises 
entre 0 et ~. Est qualifi6 de 'positif' tout angle aigu; 
son suppl6ment sera dit 'n6gatif'. 
• Est qualifi6 de 'positk[' ('n6gatif') tout tri6dre com- 
portant un nombre impair (pair) d'angles au sommet 
aigus. Autrement dit, le signe d'un tri6dre est d6fini 
par le produit des signes de ses angles au sommet. 
• Nous consid6rons comme acquise la relation 

1.2 = cos 12 = U(H1 - H~) , (1) 

qui r6sulte de la propri6t6 essentielle des tenseurs 
m6trieques, les vecteurs de base 6rant unitaires. 
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3. Espaces s imultands 

Commengons par le cas gdndral d 'un espace euclidien 
dont tous les angles de base sont inddpendants analy- 
t iquement,  et raisonnons d 'abord sur l 'exemple plus 
tangible d 'un espace tridimensionnel. 

Soit le tri@dre 123. Sa constructibilit6 implique 
simultandment celle des triddres obtenus en prolon- 
geant 1, 2, 3 dans le sens ndgatif. Sont done lids aux 
re@rues conditions d'existence les tribclres 'simultands' 

123, 123, 123, 1 2 3 .  (2) 

(I1 est superflu de passer en revue les combinaisons 
de 1" par raison de centrosymdtrie, 123, 125,, . . .  sont 
respectivement identiques & 123, 123, . . . ) .  

Les angles appartenant  aux trois derniers triddres 
de (2) sont 6gaux aux angles correspondants de 123 
lorsque les indices qui les ddfinissent ont deux £ deux 
m@me signe, 6gaux £ leurs suppldments dans le cas 
contraire: 

2 3 = 2 - ~ , = ~ - 2 5 = ~ - 2 3  . (3) 

Le raisormement est valable pour n' importe quel 
nombre n de dimensions. Pour n = 4  on aura la liste 
de simultandit6 • 

1234, 1234, 123-4, 1234, 1234, 1234, 1234, 1234.  (4) 

D'une fagon gdndrale, le hombre de combinaisons 
simultandes s'dldve done 

so = 2n-1 (5) 

(il se trouve que n - 1  est le nombre d'angles de base 
de l'espace 1 2 . . . n  ayant  un cbt6 quelconque corn- 
m u m ) .  

Or, lorsque les angles de base d 'un espace euclidien 
sont ddterminds & leur suppldment pros (probldme de 
la rdsolution des structures cristallines centrdes), on 
peut en combiner les diffdrentes valeurs de fagon £ 
construire un hombre souvent 61evd d'espaces suscep- 
tibles d'dtre rdpartis suivant plusieurs listes de simul- 
tandit6. Pour 6valuer le hombre go de ces listes distinc- 
tes d'espaces simultands, constatons que le nombre 
total  d'espaces 1 2 . . . n  imaginables dont les angles de 
base sont connus £ leurs suppldments prds s'dldve £ 

To = 2 c~ (6) 

(C~: hombre d'angles de base dans un espaee n- 
dimensionnel). I1 subsiste done pour go: 

2 2 
go = To/so = 2 on-n+1 = 2 %-1 (7) 

(I1 se trouve que C2_1 est le nombre d'angles formds 
par tous les  vecteurs de base sauf un). 

Reste ~ ddterminer la caractdristique commune aux 
termes d'une liste donnde d'espaces simultands. L'exa- 
men de (2), de (4), ou de toute liste analogue, fair 
apparaitre que tousles  tri@dres de mdmes indices absolus 
y ont m~me signe" 

$2s4 = Szs~ . • • car Szs~ = SzsSz~Ss~ 

Suffisante, cette condition n'est cependant pas ndces- 
saire, car le signe d 'un triddre 395 est fix6 par ceux 
de 134, 135, 145 qui contiennent ddj£ les angles 34, 
35, 45: 

Ss45 = Sis4 $125 $1~5 . (8) 

On en ddduit qu'une liste d'espaces n-dimensionnels  
simultands est caractdrisde par les signes des triddres 
possddant une ar~te commune choisie arbitrairement. 
(Les signes des autres angles suffisent £ la mdme con- 
clusion si les signes des angles relatifs & l 'arbte com- 
mune sont fixgs.) 

4. Influence des rdpdt i t ions  

Dans le cas particulier d 'un espace ddfini par les fac- 
teurs de structure, les valeurs de certains angles 
peuvent @tre lides entre elles par des relations analy- 
tiques (dgalit6, antidgalit6, etc.) soit par raison de 
symgtrie, soit simplement parce que la loi de corres- 
pondance (1) impose dans son troisibme membre 
des identitds d'indices cristallographiques. Sans tenir 
compte de la nature de ces relations analytiques, nous 
parlerons alors de rdpdtitions. 

Pour examiner l'influence des rdpgtitions sur les 
rdsultats du paragraphe prdcddent, nous reprendrons 
l'exemple de (4) en admet tant  que 12 = 34 (rdpdtition 
que nous qualifierons d"originale'). Dans cette hypo- 
th@se la liste des simultanditds se trouve rdduite de 
moitid: 

1234, 1234, 1234, 1234.  (9) 

D'autre part  on constate que (9) satisferait 6gale- 
merit la rdpdtition 13 = 24. Lorsqu'elle existe, celle-ci 
constitue, par rapport  ~ la prdcddente, une rdpgtition 
'triviale', car elle ne change rien £ la liste. Par  contre 
23 =- 34 serait originale, car elle rdduirait de moiti6 la 
liste (9) qui deviendrait 

1234, 1234.  (10) 

A prdsent, soient respectivement a e t  fl les nombres 
de rdpdtitions originales et triviales. D'aprbs ce qui 
vient d'@tre vu en (9) et (10), (5) se modifie suivant 

s = 2  n-l-~. (11) 

Lorsque les angles sont ddfinis £ leurs suppldments 
prds, le nombre total de combinaisons s'dlbve £ 

2 
T = 2 c n - ~ - ~  . ( 1 2 )  

(L'exposant reprdsente le nombre d'angles distinets, 
c'est-£-dire non lids entre eux analytiquement).  I1 
ddcoule de (11) et (12) pour le nombre de listes 
d'espaces : 

g = T / s = 2  c~-1-~. (13) 

l%emarquons que, la liste de simultandit6 devant  
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toujours comporter au moins un terme, a ne pourra, 
d'apr~s (11), exc6der n - 1 .  De re@me, le nombre de 
listes 6tant au moins de deux (dans l'hypoth@se des 
angles tous @gaux ces derniers sont ou positifs, ou 
n@gatifs), fl ne pourra exc6der, d'apr~s (13), C n 2 _ l  - 1. 

Dans le but de d6nombrer o¢ et fl, on constatera (voir 
type (9)) qu'une r6p@tition comme 23 = 45 (ou bien 
23 =- 4-5) suppose que 

Ss=S2S3S 4 (ou bien S s = - S 2 S a S s ) .  (14) 

Aprgs application de relations du type (14) successive- 
ment  & routes les r6p6titions et 61imination alg6brique 
des signes tels que Ss qui se t rouvent  exprim@s par 
d'autres, le nombre des signes restants donne la quan- 
titg n - l - ~  de (11). Les r@p@titions qui se trouvent 
simplement v@rifi@es sans apporter de donn@es nou- 
velles sont les triviales. Telles, par exemple, celles 
qu'entrainent certaines @galit@s d'indices cristallogra- 
phiques: 

{H2-Hs--=Ha-Hs} ~- { H 2 - H a = H s - H s }  (15) 

(off la seconde @galit6 est d@riv@e de la premiere en 
faisant passer - H 3  du premier membre au second et 
Ha du second au premier. Elles sont r@ciproquement 
originales ct triviales). 

Cependant il peut ne pas y avoir de r@p@tition tri- 
viale: 

{ H 1 - H ~ = H 2 - H 3 }  ~ { H 1 - H 2 = H 2 - H s } .  (16) 

On connait des relations plus complexes. Ainsi une 
double-r6p@tition originale en entraine trois triviales: 

{H1-  g~ = H 8 -  Ha-- H 5 -  H6} ~ { H 1 -  H3 = H 2 -  H4 ; 
H 1 - H ~ = H 2 - H 6 ;  H 3 - H s = H a - H 6 } .  (17) 

5. Construct ion de l 'espace des facteurs  
de structure 

On n'a  fait, jusqu'ici, qu'analyser les propri@t@s g@n@- 
rales des espaces dont les angles de base sont d@finis 

leur suppl@ment pr~s. Dans une @rude aussi com- 
pliqu6e que celle des structures cristallines le probl~me 
inverse, la synth~se d 'un espace proprement euclidien, 
rev6t une importance quasi th@orique. En effet le 
chemin adopt@ le plus ff@quemment pour l 'application 
d'in@galit@s @l@mentaires (incluant en g6n@ral 2, 3, 4 
ou 6 facteurs de structure), et qui revient £ construire 
ind@pendamment tous les sous-espaces & 3 et 4 dimen- 
sions, n 'est justifiable que dans la mesure off l 'on se 
limite ~ ces in@galit@s: tout  utilisateur de ce genre de 
relations sait qu'elles apportent  plusieurs lois le m6me 
renseignement, et que le travail  pourrait  @tre r@duit 
d 'autant .  A part ir  de 5 dimensions le volume de calculs 
requis interdit  tout  labeur superflu. Un chemin semble 
relat ivement 6conomique, qui consiste & s'assurer 
successivement de la constructibilit6 des sous-espaces 
1, 12, 123, 1234, . . . ,  chaque terme de la suite 
d@rivant du pr@c6dent par adjonction d'une dimension. 

6. Constructibilit@ de l 'espace des facteurs  
de structure 

Diff@rents crit~res permettent  de v6rifier la construc- 
tibilit6 d 'un espace b£ti sur les facteurs de structure: 

(a) les carr@s des distances y sont positifs" c'est ce 
qu'expriment les formes quadratiques de Karle & 
Hauptman;  

(b) les carr@s des hypervolumes de base des sous- 
espaces sont 6galement positifs" c'est ce qu 'expriment  
les mineurs diagonaux de Karle & Hauptman;  

(c) on peut imaginer des associations de (a) et (b)" 
des sous-volumes quelconques, aux contours d6finis 
par des combinaisons lin@aires des vecteurs de base, 
ont @galement leurs carr@s mesur@s par des nombres 
positifs. A ce type appart ient  l'in@galit6 de Harker & 
Kasper (1948) & 4 facteurs de structure 

[1 _+ U(H)] [1 _+ U(H' )] - [U(H + H') +_ U ( H - H ' ) ]  2 > 0 
(is) 

dont le premier membre repr@sente l'expression analy- 
tique des aires de deux parall61ogrammes dans un 
espace & 4 dimensions comportant une paire de r6p@- 
titions ; 

(d) les angles d 'un tri&dre proprement euclidien sont 
tels que 

{112]+]231+1311 _< ~} -+ {S~23= + 1}, (19a) 
et que 

+_ 112I 7-1231 < 1311 <_ 112I+ 1231 (19b) 

(et ainsi de suite par permutat ion circulaire), 

off 1121,... repr@sentent les solutions 'aigu~s' des 
angles 12, . . . .  Des in@galit@s similaires existent entre 
les nombres mesurant les ouvertures sph@riques (g@n6- 
ralisation de la notion d'angle) des 4 tri@dres (3-ar@tes) 
de 1234, les ouvertures hypersph@riques des 5 4-ar~tes 
de 1 2 3 4 5 , . . . .  Cependant leur calcul est difficile. 
I1 est plus simple de proc@der par condensation 
d'espace. 

7. Condensat ion d'un espace proprement  
euclidien 

Soit un espace & n dimensions 1 2 3 . . .  n. On centre sur 
l'origine, dans le sous-espace 123, une sphere ~2123 de 
rayon un. Si 123 est constructible, les traces de 1, 2, 3 
sur cette sphere (traces que nous d6nommerons @gale- 
ment 1, 2, 3) sont les sommets d 'un triangle sph@rique 
dont les c6t6s ont m@mes m e s u r e s -  et recevront 
m6mes d@nomina t ions-  que les angles de base 12, 
13, 23 correspondants. De m6me les angles aux som- 
mets de ce triangle ont m@me mesure que les di@dres 
1,23, 2,31, 3,12 et nous les d6signerons @galement de 
cette fa~on. Ils sont tels que 

cos (i, jk) = cos j k -  cos ij cos ik (20) 
sin ij sin ik 

Centrons en outre des sph@res -(2134 et -Q124 dans 
134 et 124 respectivement. Elles sont aussi distinctes 
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l 'une  de l ' aut re  dans le sous-espace 1234 que deux 
cercles de mdme centre clue l 'on m~nerait  par  un point  
donnd d 'un  espace t r idimensionnel  et faisant  entre eux 

un angle. Les trois spheres ~2 ont en commun 1 et 1, 
et, deux b~ deux:  

2 et 2, done aussi 12, 
3 et 3, done aussi 13, 
4 et 4, done aussi 14 . . . .  

A prdsent tragons au point  1 les tangentes  aux arcs 
12 et 13; l 'angle p lan qu'elles forment  a m~me mesure 
que 1'angle sphdrique 1,23, et nous lui donnerons la 
m~me notation. Opdrons de fagon ident ique sur 14 
pour obtenir  f ina lement  trois angles plans 1,23, 1,24, 
1,34. I1 est facile de se rendre compte que, si 1234 est 
proprement  euclidien, ces trois angles forment  un  
tri~dre constructible devant  satisfaire aux relations 
(19a) et (19b), et ddfinissent un sous-espace 1,234 
rdsul tant  de la 'condensation'  de 1234 autour de 1'. 

La gdndralisation au passage de 1 2 . . . n  £ 1 , 2 . . . n  
est immddiate.  

Suivant  le m~me processus 1 , 2 . . . n  sera ensuite 
condensd, autour du vecteur 1,5, par  exemple, pour 
donner naissance ~ 1 5 , 2 3 . . . n ,  et ainsi de suite. 

1 . . . n  est proprement euclidien si les angles de tous 
les tri~dres ijk, 1,ijk, . . .  1 . . .  m , i j k  obdissent ~ (19a) 
et (19b). 

9. N o m b r e  de s ignes  d6termin6s  

On poss~de une quanti td d ' informat ion  dquivalente £ 
la ddterminat ion d 'un  signe lorsque le nombre  de 
combinaisons possibles est rdduit  de moitid, £ la ddter- 
ruination de 2 signes lorsque le nombre  de combinai-  
sons possibles est rdduit  £ un  quart,  etc. Pour  +N 
combinaisons permises sur N combinaisons en tout, 
le nombre  a de 'signes ddterminds'  est done: 

a =log2 N - l o g 2  +N.  (23) 

Ce rdsultat  n ' impl ique  cependant  pas forcdment que 
l 'un  quelconque des signes soit juste. Ainsi, s 'il  ne 
reste plus, pour trois facteurs de structure Ut, Uj, U~, 
que le s so lu t ions  + ,  + ,  + et , , , o n p e u t  seule- 
ment  aff irmer que S~ = S¢ = S~, quanti td  de renseigne- 
ments  qui dquivaut  pour tan t  ~ la connaissance de 
deux signes (2 combinaisons permises sur 8). Pour 
1, 2 , . . . ,  7 restrictions entre 6 facteurs de structure 
(p. ex. sous-espace £ 4 dimensions sans r@dtit ion) on 
a respect ivement  pour a: 

0,194 0,412 0,678 1 1,41 2 3 .  

Une restriction entre 10 facteurs de structure (p. ex. 
5 dimensions sans rdpdtitions) n 'appor te  que 0,023 
signe. 

On peut  conclure de fagon gdndrale que si n - ( r  
signes d'une hypoth~se impliquant n facteurs de structure 
sont justes, les (r signes restant le sont dgalement. 

8. Restr ic t ions  de s ignes  

L'inconstruct ibi l i td  d ' un  sous-espace relatif  ~ une 
certaine hypoth~se de signes impl ique na ture l lement  
une restriction quant  £ l ' a t t r ibut ion  de ces signes: 
c 'est  sur un  nombre  suff isamment  dlevd de telles 
restrictions que l 'on compte pour rdsoudre avec le 
m i n i m u m  d 'ambigui td  les structures cristallines. 

D'apr~s le § 3 une inconstructibil i td suppose que le 
signe de l ' un  au moins des tribdres ayan t  une ar~te 
arbi t ra i re  (disons 1) en commun est faux. Si 1Slik note 
les signes des tri~dres d 'une  hypoth~se avdrde fausse 
et  2S~ des signes d 'angles que l 'exclusion de cette 
hypothbse permet  d 'envisager,  alors les combinaisons 
encore permiscs sont telles que: 

2Sik = eSlj eSlk 1Slik sik, (21) 

off sj~ est le changement  de signe ( +  1 ou - 1 )  qui 
f a i t  passer 1Sjz ~ 2Sjg et obdit ~ la relation 

~'-1 (n-- 1)(n--2)  
.~  .~  e¢~ # 2 (22) = C r t _  1 • ~'=2 ~=1 2 

Cette dernibre exprime que l ' un  au moins des ej~ doit 
valoir  - 1. 

Dans  la mesure oh les 2Sl~ ne sont pas lids £ d 'autres  
signes d 'angles du sous-espace par des lois de rdpd- 
t i t ion,  leur choix est libre. 

10. Valeurs  probables  des s ignes  

Un certain nombre  m de restrictions A~ (i, s imple 
numdro) ayan t  dtd moissonnd, on se propose de ddter- 
miner  la probabil i td pour le signe positif  d 'un  facteur 
de structure U(H). I1 suffit  de raisonner sur un  seul 
terme de la liste de simultanditd, les rdsultats s'dten- 
dan t  sans difficultd aux autres. Soient 

+ N e t  - N  respect ivement  des nombres  de combinai-  
sons permises et interdites,  

N+(H) et N-(H)  respect ivement  des nombres de com- 
binaisons pour S(H)= + 1 et S ( H ) = -  1, 

N le nombre  total  de combinaisons, etc. 
Alors 

P+(H) = +N+(H) /+N=(N+(H)- -N+(H)) / (N- -N) . (24)  

Les dig~rents nombres  'N '  sont £ caleuler £ par t i r  
des restrictions obtenues. I1 serait  cependant  erronnd 
de prendre pour -N,  par  exemple, la somme des -N~ 
relatifs aux diffdrentes restrictions A~, et un  examen 
plus poussd s'av~re ndcessaire. 

Une restrict ion est en effet £ envisager comme une 
double-distr ibution interdi te  de signes positifs et ndga- 
tifs sur les nceuds du domaine rdciproque considdrd 
pour la rdsolution de la structure. Les signes des U(H) 
impliquds dans le sous-espace inconstruct ible  pour A~ 
en consti tuent  la part ie  que nous appellerons 'signa- 
turde'.  Les autres U(H) (partie non signaturde) sont 
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consid4r4s comme affect4s des deux signes + et -- et, en ggndralisant, pour 
la lois. Trois cas sont possibles: 

m m m 1) At est contenue en A1 (A~ = A l ) - - e t  donc [ J A p = ~ , A v - ( . ~ , A v N A q )  
rempla~able par A ~ -  si elle n'en diff~re que par une 
r4gion signaturge plus 4tendue, ]es signes de la partie 
signatur4e commune dtant les m~mes: 

Ai: + + @ - + . . .  
Aj: _ + + @ - + . . .  

2) A, et Aj ont une intersection non vide 

(A/n Aj # O) 

si elles ne different pas dans leur partie signatur4e 
commune: 

A~: @ + + - + @ + . . .  
Aj: @ + + - + @ + . . .  

A~ClAj: - + + - + + + . . .  

3) Ai et Aj ont une intersection vide (Ai ~ Aj=O)  
si elles different par un seul (ou, a fortiori, plusieurs) 
signe(s) dans leurs r4gions signatur6es, quelles que 
soient par ailleurs les similitudes ou diff4rences: 

A~" + @ - + + + + - . . .  
Aj" + @ - - + + + + - - . . .  

A, N A~: O 

A pr4sent, consid4rant que 

A1 U A~=AI  + A 2 - A 1  Cl A~. , (25) 

nous en d4duisons que 

+N = +N(AI U A2) = +N(A~) + +N(A2) - +N(AI n A2) , 
(26) 

relation 4galement applicable ~ -h r. 
Le m6me raisonnement vaut pour 

A1 U A~ U A~ = A I + A o + A a  
- A t  ~ A ~ - A ~  ~ A a - A ~  ~ A~ 
+A~ N A~ N Aa, (27) 

p=l 1 p4=q 
1 

m m 

+ . ~ , 2 . ~ ( A v N A q C l A r ) - . . .  +(--1)m--IN Av.  (28) 
p # q # r  p = l  

1 

Apr~s avoir proc4d6 de fagon identique pour d4nombrer 
les +N+(H) de (24), on se trouve £ m~me de ealculer 
P+(H). 

Dans la pratique, cependant, surtout si m est 41ev4, 
le calcul exact des 'N' est p4nible et l'on a int4r6t 
£ se contenter d'une approximation. Posons 

.Z -]g(Av) = Z~, .~, .~ -2V(AvN Aq) = Z2 
P P:#q 

et notons que, n4cessairement Z1 >_ •2 >_ . . . .  
I1 apparait alors que la s4rie que l'on d4rive de (28) 

comme on d4rive (26) de (25) converge vers une valeur 
comprise entre Z1-Z'2 et Z1, et l'on peut 4crire assez 
raisonnablement 

x l + ( x l - X ~ )  
-N ~ 2 = Z 1 - ½ ~ 2 .  (29) 

Les r4sultats obtenus ici ont 6t4 utilis4s pour la mise 
au point d'une technique de recherche des signes des 
facteurs de structure qui sera expos4e par la suite. 

L'essentiel du pr4sent travail a 4t6 effectu4 au 
laboratoire de Mlle C. Stora, l, rue Victor Cousin, 
Paris. 
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